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§ 1. Òåîðèÿ ôîí-Íåéìàíà

Ïðèâû÷íûå äëÿ ôèçèêîâ èçëîæåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ÊÌ), îïåðèðóþùèå

äåëüòà-ôóíêöèåé Äèðàêà δ(x), ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè íå óäîâëåòâîðèòåëüíû.

Ïðèìåðîì ñëóæèò óñëîâèå íîðìèðîâêè ⟨Ψx′|Ψx′′⟩ = δ(x′−x′′). Çíàê ðàâåíñòâà ìåæäó
÷èñëîì, êîòîðûì, êàçàëîñü áû, ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå ñëåâà è ñèíãóëÿðíîé

îáîáùåííîé ôóíêöèåé ñïðàâà íóæäàåòñÿ â ôîðìàëüíûõ ïîÿñíåíèÿõ.

Íà ìîìåíò âûõîäà â ñâåò êíèãè [1] (1930), êîòîðàÿ ïîäâåëà èòîã ñîçäàíèþ ÊÌ,

òàêèå ïîÿñíåíèÿ áûëè íåâîçìîæíû, ò.ê. òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ðîäèëàñü ïîçä-

íåå. Ïîýòîìó íå óäèâèòåëüíî, ÷òî áëåñòÿùèé ìàòåìàòèê Äæîí ôîí Íåéìàí âçÿëñÿ

çà ¾î÷èùåíèå¿ ÊÌ îò äåëüòà-ôóíêöèè, âûïóñòèâ â 1932 êíèãó [2]. Cåãîäíÿ îíà ñ÷è-

òàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì è àáñîëþòíî ñòðîãèì èçëîæåíèåì ÊÌ. Èç ïðåäèñëîâèÿ:

¾Êíèãà Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì è äî ñèõ ïîð åäèíñòâåííûì äîâåäåííûì äî

êîíöà îïûòîì èçëîæåíèÿ àïïàðàòà êâàíòîâîé ìåõàíèêè (íà ìîìåíò èçäàíèÿ) ñ

òîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è ñòðîãîñòüþ, êîòîðîé òðåáóþò îáû÷íî ïðè ïîñòðî-

åíèè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè. Ïîýòîìó òîëüêî cóùåñòâîâàíèþ ýòîé êíèãè ìû

îáÿçàíû íàøåé óâåðåííîñòüþ â òîì, ÷òî êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ëîãè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷èâóþ ñõåìó¿.

Âêðàòöå ðàññìîòðèì òåîðèþ ôîí Íåéìàíà. Âìåñòèëèùåì âîëíîâûõ ôóíêöèé

Ψ(q) ñ÷èòàåòñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H = L2(Rn;C) ôóíêöèé f : Rn → C ñ èíòå-

ãðèðóåìûì ïî Ëåáåãó êâàäðàòîì ìîäóëÿ (îïðåäåëåííûõ ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà

ïîäìíîæåñòâå ìåðû íîëü). Ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå (Ψ,Φ) = ⟨Φ|Ψ⟩ =
∫
Φ∗(q)Ψ(q)dq.

Êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå r äàííîé êâàíòîâîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò ýðìè-

òîâ îïåðàòîð R : DR → H (òàêæå îáîçíà÷àåìûé r̂), çàäàííûé íà âñþäó ïëîòíîì â H
ïîäìíîæåñòâåDR. Îí äîëæåí áûòü çàìêíóòûì â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ ëþáîãî Φ ∈ H è

ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Φk ∈ DR, ñõîäÿùåéñÿ ê Φ, ñóùåñòâîâàíèå limk R(Φk) = Ψ

âëå÷åò çà ñîáîé Ψ = R(Φ). Íåïðåðûâíûé îïåðàòîð R : DR → H ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà DR = H. Åñëè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ R íå ìîæåò
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áûòü ðàñøèðåíà ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâ ýðìèòîâîñòè è çàìêíóòîñòè, òî îïåðàòîð R

íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì [2].

Ïðîåêòîðîì íàçûâàåòñÿ òàêîé íåïðåðûâíûé ýðìèòîâ îïåðàòîð E : H → H, ÷òî

E2 = E (ò.å. îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî Im(E) ⊂ H).

Ðàçëîæåíèåì åäèíèöû íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîå ñïðàâà îòîáðàæåíèå E èç R â ìíî-

æåñòâî ïðîåêòîðîâ íà H, òàê ÷òî limλ→−∞E(λ) = 0, limλ→+∞E(λ) = 1 è äëÿ âñåõ

λ′ ≤ λ′′ èìååò ìåñòî Im(E(λ′)) ⊂ Im(E(λ′′)). Òîãäà îïåðàòîð E(λ′′) − E(λ′) ÿâëÿåò-

ñÿ ïðîåêòîðîì íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå Im(E(λ′)) äî Im(E(λ′′)). Ðàçëîæåíèå

åäèíèöû ïðèíàäëåæèò ýðìèòîâó îïåðàòîðó R, åñëè äëÿ ëþáûõ f, g ∈ H

⟨R(f)|g⟩ =
∫ +∞

−∞
λd⟨E(λ)f |g⟩ =

∫ +∞

−∞
λdhf,g(λ) (1)

ãäå èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî Ñòèëòüåñó è ôóíêöèÿ hf,g(λ) îò λ ∈ R îïðåäåëÿåòñÿ

ïàðàìåòðàìè f, g. Âûðàæåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì R.

Êàæäîìó ýðìèòîâó îïåðàòîðó R : H → H, êîòîðûé àâòîìàòè÷åñêè íåïðåðûâåí â

ñèëó òåîðåìû Õåëëèíãåðà è Òåïëèöà [3], ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå åäè-

íèöû c óêàçàíûìè ñâîéñòâàìè (ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà [2]). Î çàìêíóòûõ ýðìèòîâûõ

îïåðàòîðàõ R, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåïðåðûâíûìè, èçâåñòíî ëèøü îäíî. Åñëè ïðèíàäëå-

æàùåå òàêîìó ìàêñèìàëüíîìó îïåðàòîðó ðàçëîæåíèå åäèíèöû E ñóùåñòâóåò, òî îíî

åäèíñòâåííî [2]. Åäèíñòâåííîñòü íåîáõîäèìà, ÷òîáû óðàâíåíèå (1) èìåëî ôèçè÷åñêèé

ñìûñë. Íî âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè E ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòêðûòûì. Äëÿ îïåðà-

òîðîâ q̂j è p̂j, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè, ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû ïîñòðîåíû

ÿâíûì îáðàçîì [2]. Ìàêñèìàëüíûå îïåðàòîðû, èìåþùèå ðàçëîæåíèå åäèíèöû, ôîí

Íåéìàí íàçâàë ãèïåðìàêñèìàëüíûìè. Ñïåêòðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê λ′ ∈ R,

íè â êàêîé îêðåñòíîñòè êîòîðûõ ôóíêöèÿ E(λ) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé [2].

Êëþ÷åâîå ïðåäïîëîæåíèå: êàæäîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíå r äàííîé êâàíòîâîé ñè-

ñòåìû ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð R : DR → H, ñïåêòð êîòîðîãî

ñîñòîèò èç âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé r [2].

Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè R ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå λ′ ∈ R, â êî-

òîðûõ ôóíêöèÿ E(λ) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ, ò.å., E−(λ
′) = limλ→λ′−0E(λ) ̸= E(λ′).

Òîãäà âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñî çíà÷åíèåì λ′ ñîñòàâëÿþò îðòîãîíàëüíîå äîïîëíå-

íèå Im(E−(λ
′)) äî Im(E(λ′)). Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü ïóñòûì

(íàïðèìåð ó îïåðàòîðîâ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ), êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì [2].

Ôîí Íåéìàí âûäåëèë åùå 2 ïîñòóëàòà. Ïåðâûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáîé âåùå-

ñòâåííîé ôóíêöèè F (r) îò ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû r ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðìàêñèìàëü-

íûé îïåðàòîð F (R). Òîãäà èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ⟨F (R)f |g⟩ =
∫
F (λ)d⟨E(λ)f |g⟩ äëÿ
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ëþáûõ f, g ∈ H. Âòîðîé ïîñòóëàò óòâåðæäàåò, ÷òî ìàò. îæèäàíèå âåëè÷èíû r â ïðî-

èçâîëüíîì ñîñòîÿíèè Ψ(q) ðàâíî ⟨R(Ψ)|Ψ⟩. Îòñþäà ñëåäóåò âàæíîå óòâåðæäåíèå.
Ïóñòü äàí íàáîð âåëè÷èí r1, . . . , rm ñ êîììóòèðóþùèìè ãèïåðìàêñèìàëüíû-

ìè îïåðàòîðàìè R1, . . . , Rm. Îáîçíà÷èì Ej ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïðèíàäëåæàùåå Rj.

Ïóñòü λ′j ≤ λ′′j äëÿ âñåõ j è PΨ(λ
′, λ′′) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñîñòîÿíèè ñ âîë-

íîâîé ôóíêöèåé Ψ(q) êàæäàÿ âåëè÷èíà rj ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èç (λ
′
j;λ

′′
j ]. Òîãäà

PΨ(λ
′;λ′′) = ⟨E1(λ

′
1;λ

′′
1)E2(λ

′
2;λ

′′
2) . . . Em(λ

′
m;λ

′′
m)Ψ|Ψ⟩

ãäå ïðîåêòîðû Ej(λ
′
j;λ

′′
j ) = Ej(λ

′′
j )− Ej(λ

′
j) êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Îòñþäà ñëå-

äóåò, ÷òî |Ψ(q)|2 åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò q1, . . . , qn.
Åñëè ñïåêòð s(R) îïåðàòîðà R ñîñòîèò òîëüêî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî îí

íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûé, à ðàçëîæåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ëþáîé âåêòîð Ψ ∈ H
ðàçëàãàåòñÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì R, ò.å., Ψ =

∑
k Ψk, ãäå R(Ψk) = λkΨk.

Äèðàê íàçûâàåò òàêèå îïåðàòîðû íàáëþäàåìûìè, äîïóñêàÿ íåïðåðûâíûé ñïåêòð

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òàê ÷òî âñÿêèé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ðàçëàãàåòñÿ â èíòåãðàë:

|Ψ⟩ =
∫
s(R)

|Ψλ⟩dλ R(|Ψλ⟩) = λ|Ψλ⟩ ∀λ ∈ s(R) ⊂ R

Ýðìèòîâ îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò èìåòü òàêîãî ñïåêòðà. Ñðå-

äè ìàòåìàòèêîâ ïðåîáëàäàåò ìíåíèå î òîì, ÷òî ëþáîå ïðîñòðàíñòâî êâàíòîâûõ ñîñòî-

ÿíèé ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì. Ïî-âèäèìîìó ýòî âåðíî äëÿ ôèçè÷åñêè îñóùåñòâèìûõ

ñîñòîÿíèé. Íî íåðåàëèçóåìûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûì îòâå÷àþò âåêòîðû ñ áåñêîíå÷íîé

íîðìîé, èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ÊÌ [1]. Îíè íàõîäÿò ñåáå ìåñòî â ïðîñòðàíñòâå

îáîáùåííûõ ôóíêöèé, êîòîðîå Äèðàê de'facto ðàññìàòðèâàë, êàê ¾ðåçåðâóàð¿ äëÿ

(áðà,êåò) âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé. Â ñòàòüå îïèñàíà ñòðîãàÿ ìîäåëü ÊÌ íà ýòîé îñíîâå.

§ 2. Êâàíòîâàíèå ïî Ãåéçåíáåðãó

Èç êíèãè [4] âèäíî, êàê Ãåéçåíáåðã ïðèøåë ê èäåå ìàòðè÷íîé (êâàíòîâîé) ìåõàíèêè.

Îòïðàâíîé òî÷êîé áûëà êëàññè÷åñêàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà:

ṗj = −∂H
∂qj

q̇j =
∂H

∂pj
j = 1, . . . , n (1)

Ãåéçåíáåðã ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íà ëþáîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè êàæäàÿ èç âåëè÷èí pj, qj

ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå:

pj(t) =
∑

(k1,...,kn)∈Zn

pj,k1...kne
i(
∑n

j=1 kjωj)t qj(t) =
∑

(k1,...,kn)∈Zn

qj,k1...kne
i(
∑n

j=1 kjωj)t (2)
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Çäåñü ωj = ∂H/∂sj, ãäå H = H(s1, . . . , sn) è ïåðåìåííûå sj êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåíû c

êîîðäèíàòàìè φj, â êîòîðûõ äàííàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò óðàâíåíèå φj(t) = ωjt+ cj äëÿ

íåêîòîðûõ êîíñòàíò cj. Âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ (2) â ðÿäû Ôóðüå ïðåäïîëàãàåò,

÷òî φj � óãëîâûå êîîðäèíàòû (òîãäà sj � ïåðåìåííûå äåéñòâèÿ).

Òàêèì îáðàçîì, de'facto Ãåéçåíáåðã ðàññìàòðèâàåò èíòåãðèðóåìóþ ñèñòåìó â

îêðåñòíîñòè òîðà Ëèóâèëëÿ T n. Îí ïîñòóëèðóåò, ÷òî âåëè÷èíû pj è qj êâàíòîâîé

ñèñòåìû, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò (1), ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðÿäàìè Ôóðüå âèäà

pj(t) =
∞∑

k,l=1

pj,kle
iωklt qj(t) =

∞∑
k,l=1

qj,kle
iωklt (3)

ãäå ωkl � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, îòâå÷àþùàÿ ïåðåõîäó ñ k � ãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ

íà l � é (Ek−El = ~ωkl). Íî ïîñêîëüêó ðÿäû (3) ðàñõîäÿòñÿ, èõ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü

ôîðìàëüíî. Òîãäà îíè ñâîäÿòñÿ ê ñ÷åòíîìåðíûì ìàòðèöàì (pj,kle
iωklt) è (qj,kle

iωklt),

ãäå k, l ∈ N, êîòîðûå Ãåéçåíáåðã ïðåäëîæèë ñ÷èòàòü êâàíòîâûìè âåëè÷èíàìè pj(t)

è qj(t). Àíàëîãè÷íî, ëþáóþ ôèçè÷åñêóþ âåëè÷èíó χ äàííîé êâàíòîâîé ñèñòåìû ñëå-

äóåò ñ÷èòàòü ìàòðèöåé (χkl) ñ ýëåìåíòàìè χkl(t) = ηkle
iωklt, ãäå ηkl íå çàâèñèò îò t.

Íåçàâèñèìîñòü χ îò âðåìåíè ýêâèâàëåíòíà äèàãîíàëüíîñòè (χkl) [4].

Òîãäà ïðîèçâåäåíèþ ðÿäîâ îòâå÷àåò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóì-

ìû (2) áûëè âåùåñòâåííû, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ pj,k1...kn = p∗j,−k1...−kn
è

qj,k1...kn = q∗j,−k1...−kn
, ãäå ∗ îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Àíàëîãè÷íî, âåùå-

ñòâåííîñòü êâàíòîâîé âåëè÷èíû χ ðàâíîñèëüíà ýðìèòîâîñòè åå ìàòðèöû (χkl = χ∗
lk).

Ïðè ýòîì ÷èñëî χkk ∈ R èíòåðïðåòèðóåòñÿ, êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû χ â ñòà-

öèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé Ek [4].

Çàòåì ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî êëàññè÷åñêîìó ãàìèëüòîíèàíó H(p, q) ñîîòâåòñòâóåò òà-

êàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà H, ÷òî Hkk = Ek è H ôóíêöèîíàëüíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ìàòðèöû pj è qj òàêèì æå îáðàçîì, êàê H(p, q) ÷åðåç êëàññè÷åñêèå âåëè÷èíû. Èñ-

ïîëüçóÿ àíàëîã ñêîáêè Ïóàññîíà [·, ·] Ãåéçåíáåðã ïîñòóëèðóåò, ÷òî

[pi, pj] = 0 [qi, qj] = 0 [pi, qj] = δij (4)

ãäå i~[x, y] = yx − xy. Òîãäà pj, qj è H(p, q) óäîâëåòâîðÿþò (1). Íóæíî ïðîèíòåãðè-

ðîâàòü ñèñòåìó (1) ñ ìàòðè÷íûìè íåèçâåñòíûìè, ïðåäïîëàãàÿ Hkl = Ekδkl è (4).

Äëÿ ýòîãî Ãåéçåíáåðã ðàññìàòðèâàåò çàìåíû îðòîíîðìèðîâàííûõ êîîðäèíàò

t1, t2, . . . â íåêîòîðîì ýðìèòîâîì, ãèëüáåðòîâîì, áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H
(ñåïàðàáåëüíîñòü èìååò ìåñòî ïî îïðåäåëåíèþ). Ïîñêîëüêó âñå òàêèå ïðîñòðàíñòâà

èçîìåòðè÷íî èçîìîðôíû, â êà÷åñòâå H ìîæíî âûáðàòü ëþáîå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî H
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åñòü ìíîæåñòâî l2 òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé l : N → C, ÷òî ðÿä
∑∞

k=1 |lk|2 ñõîäèòñÿ.
Òîãäà ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå (l, l′) =

∑∞
j=1 lj(l

′
j)

∗, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ek(j) = δkj

ñîñòàâëÿþò ñòàíäàðòíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ãäå j, k ∈ N.

Â [4] äîïóñêàþòñÿ ¾çàìåíû êîîðäèíàò¿ tx =
∑∞

k=1 Sxktk ñ ¾ìàòðèöàìè¿ (Sxk),

ãäå k ∈ N, íî èíäåêñ x íåïðåðûâåí. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà x ïðèíèìàåò âñå-

âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â Rr. Íîâûå ¾êîîðäèíàòû¿ tx çàäàíû â ¾îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå¿ èç êîíòèíóóìà âåêòîðîâ. Â ïðîñòðàíñòâå H íå ìîæåò áûòü òàêîãî áàçèñà, íî,

êàê ïîêàçàíî íèæå, ÿçûê Ãåéçåíáåðãà èìååò âïîëíå ñòðîãóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Óñëîâèå óíèòàðíîñòè S (ôîðìàëüíî S−1 = (S∗)T ) ýêâèâàëåíòíî ïàðå óðàâíåíèé:∫
S∗
xkSxldx = δkl

∞∑
k=1

S∗
xkSyk = δ(x− y) (5)

Çäåñü è âñþäó íèæå ïîäðàçóìåâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî èíòåðâàëó Rr (âîçìîæíî

r = 1). Òîãäà ¾ìàòðèöà¿ S−1 ïðåîáðàçóåò ¾êîîðäèíàòû¿ tx ñëåäóþùèì îáðàçîì:

tk =

∫
(S−1)kxtxdx =

∫
S∗
xktxdx ∀k ∈ N

Â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (5) äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ a, b ∈ H èìååò ìåñòî:∫
a∗xbxdx =

∞∑
k=1

a∗kbk (6)

Åñëè Ψk(x) = Sxk, Ψ(x) = ax è Φ(x) = bx, òî Ψ =
∑

k akΨk, Φ =
∑

k bkΨk è, â ñèëó (6),∫
a∗xbxdx =

∫
Ψ∗(x)Φ(x)dx =

∞∑
k,l=1

a∗kbl

∫
Ψ∗

k(x)Ψl(x)dx =
∞∑
k=1

a∗kbk

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ôóíêöèè Ψk(x) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(Rr;C). ¾Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò¿ ñ ïîìîùüþ ¾ìàòðè-

öû¿ S îïðåäåëÿåò èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì σ : H → L2(Rr;C), ãäå σ(ek) = Ψk è

Ψk(x) = Sxk äëÿ âñåõ k ∈ N, x ∈ Rr. Îáðàòíî: ëþáîé èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì

σ : H → L2(Rr;C) îïðåäåëÿåò ¾ìàòðèöó¿
(
Sxk

)
=

(
σ(ek)(x)

)
, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

ïåðâîìó óðàâíåíèþ (5). Òîãäà ïðè êàæäîì k ∈ N ôóíêöèÿ Ψk(x) = Sxk îïðåäåëåíà ñ

òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ïðîèçâîëüíîì ïîäìíîæåñòâå íóëåâîé ìåðû â Rr.

Âòîðîå èç óðàâíåíèé (5) âûíóæäàåò ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî σ(H) = L2(Rr;C),

êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â D′(Rr) (ïðîñòðàíñòâî ðàñïðåäåëåíèé íà Rr). Ïðè ýòîì

L2(Rr;C) ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ìíîæåñòâî L2(Rr;C) ïëîòíî

â D′(Rr), ïîñêîëüêó â íåì ïëîòíî D(Rr) ⊂ L2(Rr;C) [5].
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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2 è ïðè íåêîòîðîì r ∈ N

äàí èçîìåòðè÷íûé èçîìîðôèçì σ : H → L2(Rr;C), ãäå L2(Rr;C) êàíîíè÷åñêè âëî-

æåíî â D′(Rr), êàê ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà ïàðà (D′(Rr), σ) íàçûâàåòñÿ

ðàñøèðåíèåì Äèðàêà ïðîñòðàíñòâà H, à D′(Rr) îáîçíà÷àåòñÿ Hσ
ext.

Òàêèì îáðàçîì, ¾çàìåíà êîîðäèíàò ñ ìàòðèöåé¿ (Sxk) â äåéñòâèòåëüíîñòè îçíà-

÷àåò çàäàíèå ìîíîìîðôèçìà σ : H → Hσ
ext ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, òàê ÷òî

σ(H) = L2(Rr;C) ⊂ Hσ
ext σ(ek)(x) = Sxk ∀x ∈ Rr ∀k ∈ N

Çäåñü ek � ñòàíäàðòíûå áàçèñíûå âåêòîðû âH. Ïðîâåðèì, ÷òî óäîâëåòâîðÿåòñÿ âòîðîå

óðàâíåíèå (5). Äëÿ ëþáîé f ∈ D(Rr), ïîëàãàÿ f =
∑∞

l=1 clΨl, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:∫ ( ∞∑
k=1

SxkS
∗
yk

)
f(y)dy =

∞∑
k=1

Sxk

∫
S∗
ykf(y)dy =

∞∑
k=1

Ψk(x)

∫
Ψ∗

k(y)
∞∑
l=1

clΨl(y)dy =

=
∞∑

k,l=1

clΨk(x)

∫
Ψ∗

k(y)Ψl(y)dy =
∞∑

k,l=1

clΨk(x)δkl =
∞∑
l=1

clΨl(x) = f(x)

Ñëåäîâàòåëüíî
∑

k SxkS
∗
yk = δ(x− y) = δ∗(x− y), îòñþäà

∑
k S

∗
xkSyk = δ(x− y) 2.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì ìîíîìîðôèçìå σ : H → Hσ
ext îáîáùåííûå ôóíêöèè Ψ ∈ Hσ

ext

áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü, êàê (êåò)âåêòîðû |Ψ⟩ â ñòèëå Äèðàêà.
Âûÿñíèì ñìûñë ¾êîîðäèíàò¿ ax =

∑∞
k=1 Sxkak ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà |Ψ⟩ = σ(a),

èìåþùåãî êîîðäèíàòû ak â áàçèñå |Ψk⟩ = σ(ek), k ∈ N. Çàìåòèì, ÷òî ax = Ψ(x). Äëÿ

êàæäîãî x ∈ Rr îáîçíà÷èì |ex⟩ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ δ(y − x) ∈ Hσ
ext \ σ(H).

Ïðîâåðèì, ÷òî |Ψ⟩ =
∫
ax|ex⟩dx. Äëÿ ýòîãî ðàçîáüåì ïðîñòðàíñòâî Rr íà ðàâíûå

êóáû ñî ñòîðîíàìè λ è öåíòðàìè xλ,n, ãäå n ∈ Z. Òîãäà∫
ax|ex⟩dx = lim

λ→0

∑
n

axλ,n
|exλ,n

⟩ · λr = lim
λ→0

∑
n

axλ,n
λrδ (x− xλ,n)

Ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè â D′(Rr) [5], äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ D(Rr) (ôèíèòíîé

êëàññà C∞(Rr;C)) äîëæíî èìåòü ìåñòî

(|Ψ⟩, f) =
(∫

ax|ex⟩dx, f
)
= lim

λ→0

∑
n

axλ,n
λr
(
δ (x− xλ,n) , f(x)

)
= lim

λ→0

∑
n

axλ,n
f(xλ,n)λ

r

Ýòî äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó (|Ψ⟩, f) =
∫
Ψ(x)f(x)dx =

∫
axf(x)dx. Â

êàæäîé ñóììå ïî n ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îòëè÷íî îò íóëÿ 2.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð |Ψ⟩ ðàçëàãàåòñÿ â èíòåãðàë ïî âåêòîðàì |ex⟩. Îíè ëèíåéíî
íåçàâèñèìû â òîì ñìûñëå, ÷òî íèêàêàÿ ñóììà

∑
n cn|exn⟩ c õîòÿ áû îäíèì cn ̸= 0, à

òàêæå íèêàêîé èíòåãðàë
∫
c(x)|ex⟩dx ñ ôóíêöèåé c(x), îòëè÷íîé îò íóëÿ íà ìíîæåñòâå

6



íåíóëåâîé ìåðû â Rr, íå ðàâíû íóëþ. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {|ex⟩ : x ∈ Rr} ìîæíî

ñ÷èòàòü áàçèñîì â òîò ñìûñëå, êîòîðûé ïðèäàåò ýòîìó òåðìèíó Äèðàê [1].

Ôóíêöèÿ Ψ(x) íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé [1]. Cëåäóåò ôîðìàëüíî ðàçëè÷àòü åå è îáîá-

ùåííóþ ôóíêöèþ |Ψ⟩ = |Ψ(x)⟩, äëÿ êîòîðîé Ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì.

§ 3. Ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå

Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ |Φ⟩ = σ(a) è |Ψ⟩ = σ(b) îïðåäåëåíî ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå

(|Φ⟩, |Ψ⟩) = (a, b). Â äàëüíåéøåì îíî îáîçíà÷àåòñÿ ⟨Ψ|Φ⟩, à (|Φ⟩, |Ψ⟩) � çíà÷åíèå

îáîáùåííîé ôóíêöèè |Φ⟩ ∈ D′(Rr) íà ôóíêöèè |Ψ⟩ ∈ L2(Rr;C) ⊂ D′(Rr).

Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (6) âûðàæàåò ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå |Φ⟩ =
∑

k bk|Ψk⟩ íà

|Ψ⟩ =
∑

k ak|Ψk⟩ ÷åðåç êîîðäèíàòû â áàçèñå ek ∈ σ(H), ãäå k ∈ N, à ëåâàÿ ÷àñòü (6)

âûðàæàåò ýòî ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòàõ áàçèñà |ex⟩ ∈ Hσ
ext \ σ(H), ãäå x ∈ Rr.

Â ñëó÷àå, êîãäà |Ψ⟩ ∈ Hσ
ext \ σ(H) è |Φ⟩ ∈ σ(H) = L2(Rr;C) ïîëîæèì

⟨Φ|Ψ⟩ = (|Ψ⟩, |Φ⟩∗) ⟨Ψ|Φ⟩ = (|Ψ⟩, |Φ⟩∗)∗ (7)

Îáîáùåííûå ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ íà ò.í. îñíîâíûõ ôóíêöèÿõ, ñîñòàâëÿþ-

ùèõ D(Rr) ⊂ L2(Rr;C). Íî êàæäóþ Ψ ∈ D′(Rr) ìîæíî ïðîäîëæèòü íà L2(Rr;C).

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ êàæäîé Ψ ∈ D′(Rr) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ëèíåéíûé

ôóíêöèîíàë Ψ̃ íà ïðîñòðàíñòâå L2(Rr;C), íåïðåðûâíûé â åãî òîïîëîãèè, òàêîé ÷òî

(Ψ̃, f) = (Ψ, f) äëÿ âñåõ f ∈ D(Rr) ⊂ L2(Rr;C).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî D(Rr) âñþäó ïëîòíî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

L2(Rr;C). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé Φ ∈ L2(Rr;C) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φn ∈
D(Rr), ñõîäÿùàÿñÿ ê Φ (â ìåòðèêå L2(Rr;C)). Ïîëîæèì (Ψ,Φ) = limn(Ψ,Φn). Ïî-

ñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φn → Φ ïðîèçâîëüíà, äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ýòîãî

îïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà limn(Ψ,Φn).

Âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Êîøè è îöåíèì |(Ψ,Φn) − (Ψ,Φm)| = |(Ψ,Φn − Φm)|.
Íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fk ∈ D(Rr) ⊂ D′(Rr), ñõîäÿùàÿñÿ ê Ψ â òîïîëîãèè

D′(Rr). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî limk(fk, f) = (Ψ, f) äëÿ ëþáîé f ∈ D(Rr). Ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî îöåíèòü âåëè÷èíó |(fk,Φn − Φm)| äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k:

|(fk,Φn−Φm)| =
∣∣∣∣∫ fk(x)(Φn − Φm)(x)dx

∣∣∣∣ ≤
√∫

|fk|2(x)dx

√∫
|Φn(x)− Φm(x)|2(x)dx

Ïîñëåäíèé êîðåíü êàê óãîäíî ìàë äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è m, ïîñêîëüêó ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Φn ñõîäèòñÿ â L2(Rr;C) 2.
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Âñëåäñòâèå ïðåäëîæåíèÿ 1 ôîðìóëà (7) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò ýðìèòîâî ïðîèç-

âåäåíèå âåêòîðîâ èç Hσ
ext \ σ(H) íà âåêòîðû èç σ(H). Î÷åâèäíî, ÷òî îíà âåðíà è â

ñëó÷àå |Ψ⟩ ∈ σ(H). Äëÿ ëþáîãî |Φ⟩ ∈ σ(H) èìååì ⟨ex|Φ⟩ = (δ(y − x),Φ∗(y))∗ = Φ(x).

Òàêèì îáðàçîì x - àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà |Ψ⟩ â áàçèñå |ex⟩, ãäå x ∈ Rr, ðàâíà ⟨ex|Ψ⟩.
Îäíàêî ïîêà íå ÿñíî: â êàêîì ñìûñëå ýòîò áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì?

Äëÿ ïàðû îáîáùåííûõ ôóíêöèé |Φ⟩, |Ψ⟩ ∈ Hσ
ext \ σ(H) ïðîèçâåäåíèå ⟨Φ|Ψ⟩ íå

îïðåäåëåíî. Â äóõå [1] îðòîíîðìèðîâàíîñòü áàçèñà |ex⟩ äîëæíà âûðàæàòüñÿ óñëîâèåì

⟨ex′|ex′′⟩ = ⟨ex′′ |ex′⟩ = δ(x′ − x′′) = δ(x′′ − x′) (8)

Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ δ(x′ − x′′) êîððåêòíî îïðåäåëåíà, åñëè îäíà èç âåëè÷èí x′, x′′

ÿâëÿåòñÿ åå àðãóìåíòîì, à äðóãàÿ � ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëþáîå îòîáðàæåíèå χ : Rr → D′(Rs) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííîé

ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòè dimχ = r×s. Òîãäà ∀x′ ∈ Rr îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ χx′ = χ(x′)

îáîçíà÷àåòñÿ χx′x′′, ãäå x′′ � åå àðãóìåíò. Åñëè êàæäàÿ χ(x′) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé

îáîáùåííîé ôóíêöèåé, òî ìàòðèöà χ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé (èíà÷å ñèíãóëÿðíîé).

Ñòîèò ïîÿñíèòü, ÷òî χx′x′′ = χx′(x′′) è (χx′x′′ , f(x′′)) � ýòî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

χ(x′) íà îñíîâíîé ôóíêöèè f(x′′) ∈ D(Rs). Îáîáùåííóþ ìàòðèöó χ áóäåì îáîçíà÷àòü

(χx′x′′), ò.å., êàê ìàòðèöó ñ ¾ýëåìåíòàìè¿ χx′x′′ . Ïðèìåðîì ñëóæèò ¾ìàòðèöà¿ (δx′x′′)

[4], êîòîðóþ Äèðàê îïðåäåëÿåò, êàê δ(x′ − x′′) [1]. Åñëè χ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, òî

∀x′ ∈ Rr ôóíêöèÿ χ(x′) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå χx′x′′ â òî÷êå x′′ ∈ Rs. Òîãäà îáîáùåííóþ

ìàòðèöó (χx′x′′) ìîæíî ïîíèìàòü, êàê îòîáðàæåíèå χ : Rr × Rs → C, ò.å., χx′x′′ =

χ(x′, x′′) äëÿ âñåõ (x′, x′′) ∈ Rr × Rs.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü äàíà îáîáùåííàÿ ìàòðèöà χ : Rr → D′(Rs). Êàæäàÿ îáîá-

ùåííàÿ ôóíêöèÿ χx′x′′ = χ(x′)(x′′) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé

èç D(Rs), çàâèñÿùèõ îò x′ ∈ Rr, òàê ÷òî χx′x′′ = limn fn(x
′, x′′) äëÿ íåêîòîðûõ

fn : Rr × Rs → C, ãäå n ∈ N.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ëþáûõ n è x′ ∈ Rs ôóíêöèÿ f τ
n(x

′, x′′) = fn(x
′′, x′) c àðãó-

ìåíòîì x′′ ∈ Rr ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü f τ
n(x

′, x′′)

ñõîäèòñÿ â D′(Rr) ê îáîáùåííîé ôóíêöèè Ψx′(x′′) ∈ D′(Rr), íå çàâèñÿùåé îò {fn}n∈N.
Òîãäà îáîáùåííàÿ ìàòðèöà x′ 7−→ Ψx′ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöå

x′ 7−→ χx′ è îáîçíà÷àåòñÿ χτ , òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ (χτ )x′x′′ = χx′′x′ = Ψx′(x′′).

Åñëè ìàòðèöà χ ðåãóëÿðíà, òî χτ ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé àðãóìåíòîâ ôóíê-

öèè χ : Rr × Rs → C. Îïåðàöèþ τ (òðàíñïîíèðîâàíèå) ìîæíî îïèñàòü íàãëÿäíî.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé îáîáùåííîé ìàòðèöû (χx′x′′) â îïðåäåëåíèè îáîá-

ùåííîé ôóíêöèè χx′(x′′) = χx′x′′ , îòâå÷àþùåé ïðîèçâîëüíîìó x′ ∈ Rr, âñå ñèìâîëû

x′ è x′′ ïîäâåðãíóòû òðàíñïîçèöèè. Åñëè â èòîãå ïîëó÷èëîñü êîððåêòíîå îïðåäåëå-

íèå îáîáùåííîé ôóíêöèè ñ àðãóìåíòîì x′′ ∈ Rr, òî îíà ñîâïàäàåò ñ χτ . Íàïðèìåð,

îáîáùåííûå ìàòðèöû x′ 7−→ δ(x′ − x′′) è x′ 7−→ δ(x′′ − x′) âçàèìíî ñèììåòðè÷íû.

Â ñëó÷àå, êîãäà dimχ = r × s, dim ζ = s × t è õîòÿ áû îäíà èç îáîáùåííûõ

ìàòðèö χ, ζ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé, îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå χζ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

ðåãóëÿðíîé ìàòðèöåé (χζ)x′x′′ =
∫
χx′x′′′ζx′′′x′′dx′′′ ðàçìåðíîñòè r × t. Åñëè íàïðèìåð

χ ðåãóëÿðíà, òî ïðîèçâåäåíèå χζ åñòü ôóíêöèÿ (χζ)(x′, x′′) =
(
ζτx′′(x′′′), χ(x′, x′′′)

)
, ãäå

χ(x′, x′′′) = χx′,x′′′ äëÿ âñåõ (x′, x′′) ∈ Rr × Rt.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ðàñêðûòü ñìûñë óðàâíåíèÿ (8). ¾Ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå¿

⟨ex′|ex′′⟩ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ìàòðèöåé, êîòîðàÿ êàæäîìó x′ ∈ Rr ñòàâèò â ñîîòâåò-

ñòâèå îáîáùåííóþ ôóíêöèþ δ(x′ − x′′). Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ x′, x′′ âåëè-

÷èíà ⟨ex′|ex′′⟩ íå îïðåäåëåíà, õîòÿ ïðè x′ ̸= x′′ âåêòîðû |ex′⟩ è |ex′′⟩ ìîæíî íàçûâàòü
îðòîãîíàëüíûìè, èìåÿ ââèäó íåñîâìåñòíîñòü êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé [1].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (8) ôèêñèðóåì ëþáîå x′ ∈ Rr è ðàññìîòðèì ëþáóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé φn(x
′′) ∈ D(Rr), ñõîäÿùóþñÿ ê |ex′⟩ = δ(x− x′)

â òîïîëîãèè D′(Rr). Òîãäà äëÿ ëþáîé f ∈ D(Rr) ïî îïðåäåëåíèþ èìååì:

(
⟨ex′ |ex′′⟩, f(x′′)

)
= lim

n→∞

(
⟨φn|ex′′⟩, f(x′′)

)
= lim

n→∞

(
φn(x

′′), f(x′′)
)
= (δ(x′ − x′′), f(x′′)) 2

Òàêîå ¾ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå¿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ |ex⟩ íåëüçÿ ïðîäîëæèòü íà

Hσ
ext×Hσ

ext. Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ (8) è ðàçëîæåíèå |Ψ⟩ =
∫
Ψ(x)|ex⟩dx, ôîðìàëüíî

âûðàæàþùåå òîæäåñòâî Ψ(x′) = Ψ(x′) ∗ δ(x′), ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

⟨Φ|Ψ⟩ =
∫

Φ∗(x)Ψ(x)dx (9)

Eñëè ôóíêöèè Φ,Ψ ∈ D′(Rr) íå ëåæàò â L2(Rr;C), òî èíòåãðàë (9) â îáùåì íå èìååò

ñìûñëà. Íî åñëè õîòÿ áû îäíà èç íèõ ëåæèò â L2(Rr;C), òî (9) ýêâèâàëåíòíî (7).

Èíòåãðàë (9) òàêæå îïðåäåëåí è âûðàæàåò (7), åñëè Ψ ∈ D′(Rr) \ L2(Rr;C) ôè-

íèòíà (íàïðèìåð δ(x) è åå ïðîèçâîäíûå), à Φ ∈ D′(Rr) \ L2(Rr;C) ðåãóëÿðíà.

Àíàëîãè÷íî (8), â ÊÌ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ¾ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå¿ ðåãóëÿð-

íûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé |Ψp′⟩(x), |Φp′′⟩(x) ∈ Hσ
ext\σ(H), çàâèñÿùèõ îò íåïðåðûâíîãî

ïàðàìåòðà p. Â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðàë
∫
Ψ∗

p′(x)Φp′′(x)dx = ⟨Ψp′ |Φp′′⟩ ìîæåò îêàçàòüñÿ
¾ýëåìåíòîì¿ îáîáùåííîé ìàòðèöû ñ ¾èíäåêñàìè¿ p′ è p′′. Íàïðèìåð, ñîáñòâåííûå

âåêòîðû |Ψp′⟩(x) îïåðàòîðîâ p̂j íîðìèðîâàíû òàê, ÷òî ⟨Ψp′ |Ψp′′⟩ = δ(p′ − p′′) (§4).
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Óñëîâèå (8) ìîæíî îáîáùèòü, ðàñïðîñòðàíÿÿ îïåðàöèþ ⟨·|·⟩ íà âåêòîðû âèäà

|δ(xi1 − x′i1 , . . . , xis − x′is) · ψ(xj1 , . . . , xjr−s)⟩ {i1, . . . , is} ∪ {j1, . . . , jr−s} = {1, . . . , r}

ãäå ψ � ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ èç D′(Rr−s). Åñëè I = {i1, . . . , is}, J = {j1, . . . , jr−s}, òî

⟨δ(xI − x′I) · ψ(xJ)|δ(xI − x′′I ) · φ(xJ)⟩ = δ(x′I − x′′I ) · ⟨ψ(xJ)|φ(xJ)⟩ (10)

Åñëè |ψ⟩, |φ⟩ ∈ σ(H), òî ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå ⟨ψ(xJ)|φ(xJ)⟩ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé

îáîáùåííîé ôóíêöèåé Rr−s → C. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ⟨ψ(xJ)|φ(xJ)⟩ ìîæåò âûðà-

æàòüñÿ îáîáùåííîé ìàòðèöåé â òîì ñìûñëå, êàê ïîÿñíÿåòñÿ àáçàöåì âûøå.

Òåïåðü, ñëåäóÿ ôîðìàëèçìó Äèðàêà [1], îïðåäåëèì êîâåêòîðû (áðà-âåêòîðû).

Îïðåäåëåíèå 4. Åñëè |Ψ⟩ ∈ σ(H), òî êîâåêòîð ⟨Ψ| � ýòî òàêàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ

íà Hσ
ext, ÷òî ⟨Ψ|(|Φ⟩) = ⟨Ψ|Φ⟩. Åñëè |Ψ⟩ ∈ Hσ

ext \σ(H), òî ⟨Ψ| ÿâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íîé
ôóíêöèåé îò âåêòîðîâ èç Hσ

ext, íî îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàäìíîæå-

ñòâîì σ(H), íå ñîâïàäàþùèì ñ Hσ
ext.

Åñëè |Ψ⟩ ∈ Hσ
ext \σ(H) è èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, òî êîâåêòîð ⟨Ψ| îïðåäåëåí

íà ïîäïðîñòðàíñòâåHσ
reg ⊂ Hσ

ext ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé âD′(Rr). Ïðè ýòîì

ïî îïðåäåëåíèþ ⟨Φ|Ψ⟩ = ⟨Ψ|Φ⟩∗ äëÿ âñåõ Φ ∈ Hσ
reg. Õîòÿ äëÿ ëþáîãî áðà-âåêòîðà ⟨ex′ |

â ñèëó (8) îïðåäåëåíî ñèìâîëè÷åñêîå ñïàðèâàíèå ñ êåò-âåêòîðàìè |ex′′⟩, ïîñëåäíèå íå
âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîâåêòîðà ⟨ex′ | è íèêàêèì îáðàçîì åå íå ðàñøèðÿþò.

Ðàññìîòðèì òîæäåñòâî |ex′⟩ = |ex′⟩ ∗ δ(x′) = δ(x′) ∗ |ex′⟩, ãäå çâåçäî÷êà îáîçíà÷àåò
ñâåðòêó [5]. Çàïèñûâàÿ åå ñèìâîëè÷åñêè â âèäå èíòåãðàëà ïîëó÷èì ¾ðàçëîæåíèå ïî

áàçèñó¿ |ex′⟩ =
∫
δ(x′ − x)|ex⟩dx. Ôîðìàëüíî âûðàæàÿ ⟨ex′ |ex′′⟩ ÷åðåç ¾íåïðåðûâíûå

êîîðäèíàòû¿, èç (8) ïîëó÷àåì:

⟨ex′ |ex′′⟩ =
∫

(exx′)
∗ exx′′dx =

∫
δ(x′ − x)δ(x− x′′)dx = δ(x′ − x′′)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî äàíî â [1], êàê ñâîéñòâî äåëüòà-ôóíêöèè (ôîðìóëà (10) ñòð.

93), äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî ìîæíî ñâåñòè ê âûâîäó òîæäåñòâà δ(x′) ∗ δ(x′ − x′′) =

δ(x′−x′′). Òàêîãî ðîäà âûêëàäêè îñòàâëÿþò îùóùåíèå, ÷òî äëÿ ïîëíîé ôîðìàëèçàöèè
ãåíèàëüíîé èíòóèöèè Äèðàêà ïðèäåòñÿ ðàñøèðèòü òåîðèþ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

§ 4. Ýðìèòîâû îïåðàòîðû

Ïðè çàìåíå êîîðäèíàò tk íà tx (ñì. §2) ìàòðèöà (χkl) ïîäâåðãàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ

â ¾ìàòðèöó¿ (χxy) = S(χkl)S
−1 è îáðàòíî (χkl) = S−1(χxy)S, ÷òî îçíà÷àåò:

χxy =
∞∑

k,l=1

SxkχklS
∗
yl =

∑
k,l

χklΨk(x)Ψ
∗
l (y) (11)

10



χkl =

∫∫
S∗
xkχxySyldxdy =

∫∫
χxyΨ

∗
k(x)Ψl(y)dxdy

Ïðîâåðèì, ÷òî (χxy) ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà χ : σ(H) → σ(H), ãäå

χ(Φ)(x) =
∫
χxyΦ(y)dy è y ∈ Rr. Ìàòðèöà (χkl) ïðåäñòàâëÿåò χ â êîîðäèíàòàõ tk.

Ïóñòü Ψ =
∑

k akΨk, Φ =
∑

m bmΨm è Ψ = χ(Φ), òîãäà ak =
∑

l χklbl è∫
χxyΦ(y)dy =

∑
kl

χklΨk(x)

∫
Φ(y)Ψ∗

l (y)dy =
∑
kl

χklΨk(x)
∑
m

bm

∫
Ψm(y)Ψ

∗
l (y)dy =

=
∑
kl

χklΨk(x)bl =
∑
k

(∑
l

χklbl

)
Ψk(x) =

∑
k

akΨk(x) = Ψ(x) = χ(Φ)(x) = χ(Φ)x 2

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö ïðè çàìåíàõ äèñêðåòíûõ êîîðäèíàò íà

íåïðåðûâíûå [4] ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîäàìè îò ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðîâ

χ : H → H â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ê èíòåãðàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ χ : σ(H) → σ(H) â êîîðäèíàòàõ áàçèñà |ex⟩ ∈ Hσ
ext, ãäå x ∈ Rr

è (Hσ
ext, σ) � ðàñøèðåíèå Äèðàêà ïðîñòðàíñòâà H (îïðåäåëåíèå 1).

Ïðè ýòîì ÿäðî îïåðàòîðà χ : σ(H) → σ(H) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îáîáùåííîé

ìàòðèöåé (χxy), à èíòåãðàë
∫
χxyΦ(y)dy ìîæåò áûòü ñèìâîëè÷åñêèì. Íàïðèìåð, òîæ-

äåñòâåííûé îïåðàòîð I : σ(H) → σ(H) èìååò ìàòðèöó ñ ¾ýëåìåíòàìè¿ Ixy = δ(x− y).

Òåïåðü íóæíî îïðåäåëèòü ýðìèòîâû, ò.å., ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû. Ôîð-

ìàëüíàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî σ(H) íåñåò ñòðóêòóðó ãèëüáåðòîâà ïðî-

ñòðàíñòâà, íî ïðîñòðàíñòâî Hσ
ext ðàñøèðåíèÿ Äèðàêà äàæå íå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì.

Îïðåäåëåíèå 5. Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ξ : Hσ
ext → Hσ

ext íàçûâàåòñÿ

ýðìèòîâûì, åñëè ⟨ξ(Ψ)|Φ⟩ = ⟨Ψ|ξ(Φ)⟩ äëÿ ëþáûõ |Ψ⟩ ∈ Hσ
ext è |Φ⟩ ∈ σ(H).

Câîéñòâî ýðìèòîâîñòè ⟨ξ(Φ)|Ψ⟩ = ⟨Φ|ξ(Ψ)⟩ ïîçâîëÿåò çàïèñûâàòü îáà âûðàæåíèÿ
â âèäå ⟨Φ|ξ|Ψ⟩ [1]. Ïðè ýòîì ⟨Φ|ξ îáîçíà÷àåò êîâåêòîð, ñîïðÿæåííûé ê ξ|Φ⟩ = |ξ(Φ)⟩.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ëþáîé ýðìèòîâ îïåðàòîð ξ : σ(H) → σ(H) îäíîçíà÷íî ïðîäîë-

æàåòñÿ äî ýðìèòîâà îïåðàòîðà íà Hσ
ext.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé Ψ ∈ D′(Rr) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φn ∈
D(Rr) ⊂ D′(Rr), ñõîäÿùàÿñÿ ê Ψ [5]. Îïðåäåëèì îïåðàòîð ξ̃ íà D′(Rr) ðàâåíñòâîì

ξ̃(Ψ) = limn ξ(Φn). Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêà-

çàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðåäåëà äëÿ ëþáîé Φn → Ψ, ãäå Φn ∈ D(Rr). Â ñèëó

òåîðåìû î ïîëíîòå ([5], ñòð. 92) íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ∃ limn(ξ(Φn), f) ∀f ∈ D(Rr).

Ïî êðèòåðèþ Êîøè îöåíèì |(ξ(Φn), f) − (ξ(Φm), f)| = |(Φn − Φm, ξ(f))|. Äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èm ïîñëåäíèé ìîäóëü êàê óãîäíî ìàë, ò.ê. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Φn ñõîäèòñÿ â D′(Rr). Ïîýòîìó limn(ξ(Φn), f) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí.
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Ïîñêîëüêó ∀Φ ∈ D(Rr) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φn = Φ ñõîäèòñÿ ê Φ, òî ξ̃(Φ) = ξ(Φ).

Ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà ξ̃, ñ ó÷åòîì (7), ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⟨ξ̃(Ψ)|Φ⟩ = lim
n
⟨ξ(Φn)|Φ⟩ = lim

n
⟨Φn|ξ̃(Φ)⟩ = lim

n
(ξ̃(Φ),Φ∗

n) = (ξ̃(Φ),Ψ∗) = ⟨Ψ|ξ̃(Φ)⟩

Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü ξ̃. Ïóñòü Ψn → Ψ, ãäå Ψn ∈ D′(Rr). Òîãäà ∀f ∈ D(Rr):

lim
n
(ξ̃(Ψn), f) = lim

n
⟨f ∗|ξ̃(Ψn)⟩ = lim

n
⟨ξ̃(f ∗)|Ψn⟩ = ⟨ξ̃(f ∗)|Ψ⟩ = ⟨f ∗|ξ̃(Ψ)⟩ = (ξ̃(Ψ), f) 2

Ïðåäëîæåíèå 3. Ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ξ : Hσ
ext → Hσ

ext ÿâëÿåòñÿ ýð-

ìèòîâûì, åñëè ⟨ξ(Ψ)|Φ⟩ = ⟨Ψ|ξ(Φ)⟩ äëÿ ëþáûõ |Ψ⟩ ∈ σ(H) è |Φ⟩ ∈ σ(H).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ýðìèòîâîñòè ξ̃ â ïðåäëîæåíèè 2 2.

Åñëè îáîáùåííàÿ ìàòðèöà (χxy), ïîëó÷àåìàÿ â ñèëó (11), ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé,

òî ýðìèòîâîñòü èñõîäíîãî îïåðàòîðà χ : H → H âëå÷åò, ÷òî χ∗
xy = χyx äëÿ âñåõ

x, y ∈ Rr. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 îïåðàòîð χ ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííûì íà Hσ
ext. Íà

âåêòîðû ¾êîíòèíóàëüíîãî áàçèñà¿ îí äåéñòâóåò àíàëîãè÷íî îáû÷íîìó áàçèñó:

(χ|ex′⟩)x =

∫
χxyδ(y − x′)dy = χxx′ χ|ex′⟩ =

∫
χxx′|ex⟩dx

Ïðè ýòîì χ|ex′⟩ ∈ Hσ
reg äëÿ âñåõ x′ ∈ Rr. Ïðèìåðîì ñëóæèò ëþáîé îïåðàòîð

Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â ïðîñòðàíñòâå L2(Rr;C) ñ ÿäðîì κxy ∈ L2(Rr×Rr;C), óäîâëåòâî-

ðÿþùèì óñëîâèþ κ∗xy = κyx. Òàêîé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ïîýòîìó åãî ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â σ(H) (òåîðåìà Ãèëüáåðòà-

Øìèäòà [6]). Áóäó÷è ïðîäîëæåííûì íà Hσ
ext îí ñòàíåò íàáëþäàåìîé (§5).

Ïðåäëîæåíèå 4. Ëþáîé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ξ : Hσ
ext → Hσ

ext, ñîõðàíÿ-

þùèé ïîäïðîñòðàíñòâî D(Rr) ⊂ Hσ
ext è ÿâëÿþùèéñÿ íà íåì ýðìèòîâûì, ÿâëÿåòñÿ

ýðìèòîâûì íà Hσ
ext.

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âñþäó ïëîòíîñòè D(Rr) â Hσ
ext 2.

Òàêèå ýðìèòîâû îïåðàòîðû ìîãóò íå ñîõðàíÿòü ïîäïðîñòðàíñòâî σ(H). Â êà-

÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû x̂j : Hσ
ext → Hσ

ext, ãäå

j = 1, . . . , r è x̂j(|Ψ⟩) = xj|Ψ⟩ (ïðîèçâåäåíèå ãëàäêîé è îáîáùåííîé ôóíêöèé îïðåäå-

ëåíî [5]). Åñëè |Ψ⟩ ∈ σ(H), òî xj|Ψ⟩ = |xjΨ(x)⟩. Î÷åâèäíî, ÷òî x̂j (D(Rr)) = D(Rr) è

îïåðàòîð x̂j ýðìèòîâ íà D(Rr), ïîýòîìó x̂j ýðìèòîâ íà Hσ
ext. Ïðè ýòîì

⟨x̂j(ex′)|ex′′⟩ = x′j⟨ex′|ex′′⟩ = x′jδ(x
′ − x′′) = x′′j δ(x

′ − x′′) = x′′j ⟨ex′|ex′′⟩ = ⟨ex′ |x̂j(ex′′)⟩
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Ýòè ðàâåíñòâà ñëåäóåò ïîíèìàòü, êàê îòíîñÿùèåñÿ ê îáîáùåííûì ìàòðèöàì (îïðå-

äåëåíèå 3). Êàæäûé |ex⟩ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì âñåõ îïåðàòîðîâ x̂j :

∀x′ ∈ Rr x̂j
(
|ex′⟩

)
= xjδ(x− x′) = x′jδ(x− x′) = x′j|ex′⟩ j = 1, . . . , r

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé âåêòîð |Ψ⟩ ∈ σ(H) ðàçëàãàåòñÿ â èíòåãðàë ïî îáùèì

ñîáñòâåííûì âåêòîðàì êîììóòèðóþùèõ ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ x̂1, . . . , x̂r ñ íåïðå-

ðûâíûìè ñïåêòðàìè (ìû íàçûâàåì ñïåêòðîì ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé). Ýòè

âåêòîðû íîðìèðîâàíû óñëîâèåì ⟨ex′|ex′′⟩ = δ(x′ − x′′) (îíî ïîÿñíÿåòñÿ â §3).
Äðóãèì ïðèìåðîì ê ïðåäëîæåíèþ 4 ñëóæàò ïîïàðíî êîììóòèðóþùèå ýðìèòîâû

îïåðàòîðû p̂j = −i~ · ∂/∂xj ïðè j = 1, . . . , r. Èõ îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû:

Ψp′(x) =
1

hr/2
· ei

∑r
j=1 p

′
jxj/~ Ψp′ ∈ Hσ

reg \ σ(H) ∀p′ ∈ Rr

Ïðè ýòîì ⟨Ψp′ |Ψp′′⟩ = δ(p′ − p′′), ãäå ¾ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå¿ ÿâëÿåòñÿ ¾ýëåìåíòîì¿

îáîáùåííîé ìàòðèöû Rr ∋ p′ 7−→ δ(p′ − p′′) (îïðåäåëåíèå 2). Â ñàìîì äåëå:

⟨Ψp′|Ψp′′⟩ =
∫

Ψ∗
p′(x)Ψp′′(x)dx =

1

(2π)n

∫
ei

∑r
j=1(p

′′
j −p′j)yjdy =

r∏
j=1

δ(p′′j − p′j) = δ(p′ − p′′)

Ïðîâåðèì, ÷òî îáîáùåííàÿ ìàòðèöà ((pj)x′x′′) îïåðàòîðà p̂j èìååò âèä:

Rr ∋ x′ 7−→ −i~ · ∂jδ(x′ − x′′) ∈ D′(Rr) (12)

Äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáûå Φ, f ∈ D(Rr) ⊂ Hσ
ext. Òàê êàê |Φ⟩ =

∫
Φ(x′)|ex′⟩dx′, òî:

(p̂j|Φ⟩, f) =
(∫

Φ(x′)p̂j|ex′⟩dx′, f
)
= −i~

∫
f(x′′)dx′′

∫
Φ(x′)

∂

∂x′′j
δ(x′′ − x′)dx′ =

= −i~
∫

Φ(x′)dx′
∫

∂

∂x′′j
δ(x′′ − x′)f(x′′)dx′′ = i~

∫
Φ(x′)

∂f

∂x′j
dx′ = −i~

∫
f(x′)

∂Φ

∂x′j
dx′∫

(pj)x′x′′Φ(x′′)dx′′ = −i~
∫
∂jδ(x

′−x′′)Φ(x′′)dx′′ = i~
∫

∂

∂x′′j
δ(x′′−x′)Φ(x′′)dx′′ = −i~ ∂Φ

∂x′j

Ñëåäîâàòåëüíî
(∫

(pj)x′x′′Φ(x′′)dx′′, f(x′)
)
= (p̂j|Φ⟩, f), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îáîáùåííàÿ ìàòðèöà x′ 7−→ i~ · ∂jδ(x′ − x′′) ñèììåòðè÷íà ìàòðèöå (12) (îïðå-

äåëåíèå 3). Ñëåäîâàòåëüíî (pj)x′′x′ = (pj)
∗
x′x′′ , ò.å., ýðìèòîâîñòü p̂j îòðàæàåòñÿ íà åãî

ìàòðèöå îáû÷íûì îáðàçîì. Îáîáùåííûå ìàòðèöû îïåðàòîðîâ x̂j èìåþò ¾ýëåìåíòû¿

(xj)x′x′′ = x′jδ(x
′ − x′′) è îáëàäàþò òåì æå ñâîéñòâîì.

Ïðîâåðèì, ÷òî ⟨p̂j(ex′)|ex′′⟩ = ⟨ex′|p̂j(ex′′)⟩. Äàííîå ðàâåíñòâî, ôîðìàëüíî âûðà-

æàþùåå ýðìèòîâîñòü p̂j, îòíîñèòñÿ ê îáîáùåííûì ìàòðèöàì. Ìàòðèöà (⟨p̂j(ex′)|ex′′⟩)
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè ïðîèçâîëüíîì x′ ∈ Rr îáîáùåííàÿ
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ôóíêöèÿ ⟨p̂j(ex′)|ex′′⟩ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé

⟨p̂j(Φx′;n)|ex′′⟩ ñ àðãóìåíòîì x′′, ãäå Φx′;n ∈ D(Rr) è |ex′⟩ = limn |Φx′;n⟩, ò.å., ∀f ∈ D(Rr)

(
⟨p̂j(ex′)|ex′′⟩, f(x′′)

)
= −i~ lim

n→∞

(
⟨∂jΦx′;n(x)|δ(x− x′′)⟩, f(x′′)

)
=

= −i~ lim
n→∞

((
δ(x− x′′), ∂jΦ

∗
x′;n(x)

)
, f(x′′)

)
= −i~ lim

n→∞

(
∂jΦ

∗
x′′;n(x

′′), f(x′′)
)
= i~

∂f

∂xj
(x′)

Èç ýðìèòîâîñòè p̂j ñëåäóåò ⟨p̂j(ex′)|ex′′⟩ = limn⟨Φx′,n|p̂j(ex′′)⟩ = ⟨ex′|p̂j(ex′′)⟩ 2.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà ξ âèäà p̂j1 · . . . · p̂jm ñïðà-

âåäëèâî ⟨ξ(ex′)|ex′′⟩ = ⟨ex′ |ξ(ex′′)⟩. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîìó òîæäåñòâó óäîâëåòâîðÿåò

ýðìèòîâ îïåðàòîð ξ = f(p̂1, . . . , p̂r) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(p′1, . . . , p
′
r), ðàçëîæèìîé â

ðÿä Òåéëîðà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè g ∈ C∞(Rr,R) îïðåäåëåí ýðìèòîâ îïåðàòîð g(x̂1, . . . , x̂r),

óìíîæàþùèé îáîáùåííûå ôóíêöèè |Ψ(x)⟩ ∈ Hσ
ext íà g(x) [5], òàê ÷òî:

g(x̂1, . . . , x̂r)|x′1 . . . x′r⟩ = g(x′1, . . . , x
′
r)|x′1 . . . x′r⟩ ∀x′ ∈ Rr

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü ξ = f(p̂1, . . . , p̂r)+g(x̂1, . . . , x̂r), ãäå ôóíêöèÿ f ∈ C∞(Rr;R)

ðàçëîæèìà â ðÿä Òåéëîðà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è g ∈ C∞(Rr,R). Òî-

ãäà îïåðàòîð ξ ýðìèòîâ è ñïðàâåäëèâî ⟨ξ(ex′)|ex′′⟩ = ⟨ex′ |ξ(ex′′)⟩ (÷òî îçíà÷àåò ðà-

âåíñòâî îáîáùåííûõ ìàòðèö ñ ¾èíäåêñàìè¿ x′, x′′ ∈ Rr).

Ïðèìåðîì òàêîãî îïåðàòîðà ìîæåò áûòü ãàìèëüòîíèàí H(p̂, q̂) (§2), ïðîäîëæåí-
íûé íà Hσ

ext, ãäå q = x è r = n. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðîñòðàíñòâî

êîíôèãóðàöèé èñõîäíîé êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû îòëè÷íî îò Rn. Òàêîâà, íàïðèìåð, çà-

äà÷à î äâèæåíèè ýëåêòðîíîâ â àòîìå. Îäíàêî, ïðåäñòàâëåííóþ òåîðèþ ìîæíî äîñëîâ-

íî ïåðåôîðìóëèðîâàòü, ïîëàãàÿ σ(H) = L2(U ;C) äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ Rn

íóæíîãî âèäà. Ïðè ýòîì îáëàñòüþ çíà÷åíèé èìïóëüñà p̂j âñåãäà ñëóæèò R.

§ 5. Íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû

Â ðàññóæäåíèÿõ Äèðàêà î íàáëþäàåìûõ (observables) ñëó÷àè äèñêðåòíîãî è íåïðå-

ðûâíîãî ñïåêòðîâ ïî÷òè íå ðàçäåëÿþòñÿ [1]. Âñëåäñòâèå ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà êëþ÷å-

âûõ óòâåðæäåíèé î íåïðåðûâíûõ íàáëþäàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêè íåêîððåêòíû. Èìåÿ

öåëüþ äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ÊÌ [1] ñëåäóåò ïîäâåðãíóòü ðåâèçèè ïîíÿòèå

íàáëþäàåìîé ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì. Ýòî áûëî ñäåëàíî ôîí Íåéìàíîì [2], íî åãî

¾èñïðàâëåíèÿ¿, õîòÿ è ìàòåìàòè÷åñêè ãëóáîêèå, ñâîäÿòñÿ ê îòêàçó îò èäåé Äèðàêà.
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Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü χ : Hσ
ext → Hσ

ext � ýðìèòîâ îïåðàòîð. Åñëè ìíîæåñòâî

åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðûì îòâå÷àþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû èç σ(H), ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì, òî îíî íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Åñëè

âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû χ ëåæàò â Hσ
ext \ σ(H), à ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà, òî îíî íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì.

Ïîñêîëüêó ïîäïðîñòðàíñòâî σ(H) ýðìèòîâî, âñÿêèé äèñêðåòíûé ñïåêòð ëåæèò

â R. Î íåïðåðûâíîì ñïåêòðå ýòîãî óòâåðæäàòü ïîêà íåëüçÿ. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå

îïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîé ïî ñóùåñòâó íå îòëè÷àåòñÿ îò äàííîãî â [1].

Îïðåäåëåíèå 7. Ýðìèòîâ îïåðàòîð χ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì íàçûâàåòñÿ íàáëþ-

äàåìîé, åñëè ëþáîé âåêòîð |Ψ⟩ ∈ σ(H) âûðàæàåòñÿ ñóììîé èëè ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

òàê, ÷òî |Ψ⟩ =
∑

k |Φk⟩, ãäå |Φk⟩ ∈ σ(H) è χ(|Φk⟩) = χk|Φk⟩.

Ãàìèëüòîíèàí Ĥ = H(p̂, q̂) èçíà÷àëüíî çàäàí â ïðîñòðàíñòâå H =̃ σ(H), êàê

ýðìèòîâ îïåðàòîð. Ïîñêîëüêó åãî ìàòðèöà â èñõîäíîì áàçèñå äèàãîíàëüíà (§2), ïîñëå
ïðîäîëæåíèÿ íà Hσ

ext ýíåðãèÿ Ĥ ñòàíåò íàáëþäàåìîé ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì.

Âñëåäñòâèå ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû, ëþáîé ýðìèòîâ îïåðàòîð χ : σ(H) → σ(H) ñ

êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì âñåõ òàêèõ λ ∈ R, ÷òî χ−λI íåîáðàòèì, ïîðîæ-

äàåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ χ [3]. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ

2 îïåðàòîð χ ïðîäîëæàåòñÿ äî íàáëþäàåìîé íà Hσ
ext (ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì).

Ñîãëàñíî [1], ëþáîé âåêòîð |Ψ⟩ äîëæåí âûðàæàòüñÿ èíòåãðàëîì |Ψ⟩ =
∫
|Φχ′⟩dχ′

îò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ |Φχ′⟩ íåïðåðûâíîé íàáëþäàåìîé χ. Ïåðåíîñ ýòîãî îïðåäå-

ëåíèÿ â îáñóæäàåìóþ ìîäåëü ÊÌ áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé ëèøåí ñìûñëà.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ëþáîé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì F : L2(Rr;C) → L2(Rs;C)

îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà F : D′(Rr) → D′(Rs), ñîõðà-

íÿþùåãî ýðìèòîâî ïðîèçâåäåíèå â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

⟨F (Ψ)|F (f)⟩ = ⟨Ψ|f⟩ ∀Ψ ∈ D′(Rr) ∀f ∈ L2(Rr;C) ⊂ D′(Rr)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Φn ∈ D(Rr) ñõîäèòñÿ ê Ψ ∈ D′(Rr).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F̃ : D′(Rr) → D′(Rs) ðàâåíñòâîì F̃ (Ψ) = limn F (Φn). Íóæíî

äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðåäåëà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Φn → Ψ.

Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé g ∈ D(Rs) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí limn(F (Φn), g).

Ïîñêîëüêó g = F (f) äëÿ íåêîòîðîé f ∈ L2(Rr;C), ïî êðèòåðèþ Êîøè îöåíèì:

|(F (Φn), g)− (F (Φm), g)| =
∣∣(F (Φn − Φm), F (f)

)∣∣ = ∣∣⟨F (Φn − Φm)|(F (f))∗⟩
∣∣ =
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=
∣∣⟨Φn − Φm|F−1((F (f))∗)⟩

∣∣ = ∣∣(Φn − Φm, (F
−1((F (f))∗))∗

)∣∣
Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è m ïîñëåäíèé ìîäóëü êàê óãîäíî ìàë, ò.ê. Φn ñõîäèòñÿ

â D′(Rr). Ïîýòîìó limn(F (Φn), g) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Ïðîâåðèì ñîõðàíåíèå ⟨·|·⟩ :

⟨F̃ (Ψ)|F (f)⟩ = lim
n
⟨F (Φn)|F (f)⟩ = lim

n
⟨Φn|f⟩ = ⟨Φ|f⟩

Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü F̃ . Ïóñòü Ψn → Ψ, ãäå Ψn ∈ D′(Rr). Òîãäà ∀f ∈ D(Rr):

lim
n

(
F̃ (Ψn), F (f)

)
= lim

n
⟨(F (f))∗|F̃ (Ψn)⟩ = lim

n
⟨F−1((F (f))∗)|Ψn⟩ =

= ⟨F−1((F (f))∗)|Ψ⟩ = ⟨(F (f))∗|F̃ (Ψ)⟩ = (F̃ (Ψ), F (f))

Ñëåäîâàòåëüíî F̃ (Ψn) → F̃ (Ψ). Îáðàòèìîñòü F̃ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò àíà-

ëîãè÷íîå ïðîäîëæåíèå èçîìîðôèçìà F−1 : L2(Rs;C) → L2(Rr;C) 2.

Îïðåäåëèì íàáëþäàåìûå ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì, îïèðàÿñü íà ¾çàìåíû êîîð-

äèíàò¿ ïî Ãåéçåíáåðãó [4]. Ïóñòü ty =
∫
Syxtxdx, ãäå ¾èíäåêñû¿ x è y ïðîáåãàþò Rr è

Rs ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèå óíèòàðíîñòè ¾ìàòðèöû¿ (Sxy) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé

ïàðå óðàâíåíèé äëÿ îáîáùåííûõ ìàòðèö (îïðåäåëåíèå 2):∫
Rr

S∗
y′xSy′′xdx = δ(y′ − y′′)

∫
Rs

S∗
yx′Syx′′dy = δ(x′ − x′′)

Òîãäà tx =
∫
S∗
yxtydy è äëÿ ëþáûõ a, b ∈ σ(H) èìååò ìåñòî

∫
a∗ybydy =

∫
a∗xbxdx. Ââåäåì

îáîçíà÷åíèÿ φx(y) = Syx, ψy(x) = S∗
yx, Φ(y) = ty, Ψ(x) = tx, òîãäà φ

∗
x(y) = ψy(x) è∫

Rr

ψ∗
y′(x)ψy′′(x)dx = δ(y′ − y′′)

∫
Rs

φ∗
x′(y)φx′′(y)dy = δ(x′ − x′′) (13)

Ïðè ýòîì ôîðìóëû Φ(y) =
∫
φx(y)Ψ(x)dx è Ψ(x) =

∫
ψy(x)Φ(y)dy îïðåäåëÿþò âçà-

èìíî îáðàòíûå èçîìåòðè÷åñêèå èçîìîðôèçìû F : L2(Rr(x);C) → L2(Rs(y);C) è

G : L2(Rs(y);C) → L2(Rr(x);C). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1, ìîíîìîðôèçì σ̃ = Fσ

îïðåäåëÿåò ðàñøèðåíèå Äèðàêà
(
D′(Rs), σ̃

)
, ãäå Hσ̃

ext = D′(Rs) è σ̃(H) = L2(Rs;C).

Íà Hσ̃
ext îïðåäåëåíû îïåðàòîðû ŷj, óìíîæàþùèå Φ(y) ∈ D′(Rs) íà yj, ãäå j =

1, . . . , s. Èõ ìîæíî ïåðåíåñòè íà Hσ
ext ïîñðåäñòâîì F = G−1. Òîãäà ∀y′ ∈ Rs

G(|ey′⟩) = G(δ(y − y′)) =

∫
ψy(x)δ(y − y′)dy = ψy′(x) = |ψy′(x)⟩

ÿâëÿåòñÿ îáùèìè ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ýðìèòîâûõ îïåðàòîðîâ F−1ŷjF è îòâå÷àåò

íàáîðó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé y′. Èç (13) âèäíî, ÷òî âåêòîðû |ψy′(x)⟩ íîðìèðîâàíû
óñëîâèåì ⟨ψy′|ψy′′⟩ = δ(y′ − y′′) (ðàâåíñòâî îáîáùåííûõ ìàòðèö).

16



Èìåííî òàê ïîëó÷àþòñÿ èìïóëüñû p̂j, ãäå r = s, y = p, ψy′ = Ψp′ , à ãîìåîìîð-

ôèçìîì F : Hσ
ext → Hσ̃

ext, êîòîðûé ïðîäîëæàåò èçîìåòðèþ F : L2(Rr;C) → L2(Rr;C)

ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6, ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

F (Ψ)(p) =
1

hr/2

∫
e−ipx/~ ·Ψ(x)dx F (L2(Rr;C)) = L2(Rr;C)

Òåïåðü ìû ãîòîâû ââåñòè íàáëþäàåìûå ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü äàí ëþáîé èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì F : L2(Rr;C) →
L2(Rs;C). Ïî ïðåäëîæåíèþ 6 ïðîäîëæèì åãî äî ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà F :

Hσ
ext → Hσ̃

ext ïðîñòðàíñòâ ðàñøèðåíèé Äèðàêà (Hσ
ext, σ) è

(
Hσ̃

ext, σ̃
)
, ãäå σ̃ = Fσ.

Ïóñòü ŷj|Ψ(y)⟩ = |yjΨ(y)⟩ äëÿ âñåõ |Ψ⟩ ∈ Hσ̃
ext = D′(Rs) è j = 1, . . . , s.

Òîãäà îïåðàòîðû ŷj íà Hσ̃
ext îïðåäåëÿþò ýðìèòîâû îïåðàòîðû F−1ŷjF íà Hσ

ext,

èìåþùèå íåïðåðûâíûé ñïåêòð, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ íàáëþäàåìûìè.

Ïîñêîëüêó ñïåêòðû îïåðàòîðîâ F−1ŷjF è ŷj ñîâïàäàþò, ñïåêòðû âñåõ íàáëþäàå-

ìûõ âåùåñòâåííû. Âñå îïåðàòîðû x̂1, . . . , x̂r ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè, îòâå÷àþùèìè

îòîáðàæåíèþ F = I. Êàê âèäíî èç ðàññóæäåíèé âûøå, èìïóëüñû p̂j ÿâëÿþòñÿ íà-

áëþäàåìûìè. Âñå îïåðàòîðû, ââåäåííûå îïðåäåëåíèåì 8, èìåþò ñïåêòð R. Äðóãèå

íåïðåðûâíûå ñïåêòðû ìîãóò âîçíèêàòü èç ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè.

Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî äèôôåîìîðôèçìà F : Rr → U ⊂ Rr îïåðàòîðû

fj(x̂1, . . . , x̂r), ãäå F = f1 × . . . × fr, ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ íàáëþäàåìûìè è,

êàê òàêîâûå, ñîñòàâëÿþò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé íàáîð, ãäå |F ′(x′)⟩ = |x′⟩ äëÿ âñåõ

x′ ∈ Rr. Ñïåêòð îïåðàòîðà f̂j ñîâïàäàåò ñ ïðîåêöèåé U íà j - þ êîîðäèíàòíóþ îñü.

§ 6. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Îïðåäåëåíèå 9. Íàáîð êîììóòèðóþùèõ íàáëþäàåìûõ ξ1, . . . , ξn íàçûâàåòñÿ ïîë-

íûì, åñëè êàæäîìó âåêòîðó (ξ′1, . . . , ξ
′
n) èõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îòâå÷àåò îäíî-

ìåðíîå ìàêñèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ âñåõ ξk.

Íîðìèðîâàííûé âåêòîð, ïîðîæäàþùèé ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî, îáîçíà÷àåòñÿ

|ξ′1 . . . ξ′n⟩ èëè |ξ′⟩ [1]. Íàáëþäàåìûå x̂1, . . . , x̂r ñîñòàâëÿþò ïîëíûé êîììóòàòèâíûé

íàáîð, åãî îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû |x′1 . . . x′r⟩ = |x′⟩ îáîçíà÷àëèñü âûøå, êàê |ex′⟩.
Äðóãîé òàêîé íàáîð îáðàçóþò èìïóëüñû p̂j, òàê ÷òî |p′⟩ = |Ψp′⟩ äëÿ âñåõ p′ ∈ Rr.

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ëþáîé íàáëþäàåìîé χ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì êàæäûé âåê-

òîð |Φ⟩ ∈ σ(H) âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì |Ψ⟩ =
∫
|Φχ′⟩dχ′ ïî ñïåêòðó îò ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ |Φχ′⟩ íàáëþäàåìîé χ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì χ′.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà χ îïðåäåëÿåòñÿ ëè-

íåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì F : Hσ
ext → Hσ̃

ext, òàê ÷òî χ = F−1ŷ1F . Òîãäà âåêòîð

F (|Ψ⟩) ∈ σ̃(H) âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì îò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðîâ ŷj:

F (|Ψ⟩) =
∫
ψ(y′)|y′⟩dy′ =

∫ +∞

−∞

(∫
Rr−1

ψ(y′1, y
′
2, . . . , y

′
r)|y′1, y′2, . . . , y′r⟩dy′2 . . . dy′r

)
dy′1

Èíòåãðàë â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ ŷ1, îáîçíà÷èì åãî |θy′1⟩. Òîãäà
F (|Ψ⟩) =

∫
|θy′1⟩dy

′
1, îòñþäà |Ψ⟩ =

∫
|Φχ′⟩dχ′, ãäå χ′ = y′1, |Φχ′⟩ = F−1(|θy′1⟩) è

χ(|Φχ′⟩) = χ
(
F−1(|θy′1⟩)

)
= F−1ŷ1(|θy′1⟩) = F−1(y′1|θy′1⟩) = y′1F

−1(|θy′1⟩) = χ′|Φχ′⟩ 2

Ïðåäëîæåíèå 8. Êàæäàÿ íàáëþäàåìàÿ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì âõîäèò â ïîë-

íûé êîììóòàòèâûé íàáîð, îáùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîòîðîãî íîðìèðóþòñÿ íà

äåëüòà-ôóíêöèþ è ñîñòàâëÿþò êîíòèíóàëüíûé áàçèñ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîëíûå êîììóòàòèâíûå íàáîðû, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü, âîçíèêà-

þò âìåñòå ñ íàáëþäàåìûìè â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 8. Ïðîâåðèì íîðìèðóåìîñòü îáùèõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ |gy′⟩ = F−1(|ey′⟩) íàáëþäàåìûõ ξj = F−1ŷjF , ãäå j = 1, . . . , s.

Ôèêñèðóåì ëþáîå y′ ∈ Rs è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ôóíê-

öèé φn(y
′′) ∈ D(Rs), ñõîäÿùóþñÿ ê |ey′⟩ = δ(y − y′) â òîïîëîãèè D′(Rs). Òîãäà

∀f ∈ D(Rs) ÷èñëî
(
⟨G(ey′)|G(ey′′)⟩, f(y′′)

)
, ãäå G = F−1, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî

lim
n→∞

(
⟨G(φn)|G(ey′′)⟩, f(y′′)

)
= lim

n→∞

(
⟨φn|ey′′⟩, f(y′′)

)
= lim

n→∞

(
φn(y

′′), f(y′′)
)

Ïîñëåäíèé ïðåäåë ðàâåí (δ(y′ − y′′), f(y′′)), ÷òî è äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî îáîáùåííûõ

ìàòðèö
(
⟨gy′|gy′′⟩

)
=

(
δ(y′ − y′′)

)
. Âåêòîðû |gy⟩ ñîñòàâëÿþò áàçèñ â Hσ

ext, ò.ê.

∀|Φ⟩ ∈ σ(H) F (|Φ⟩) =
∫
ψ(y)|ey⟩dy ⇒ |Φ⟩ =

∫
ψ(y)|gy⟩dy 2

Ãîâîðÿò, ÷òî íàáëþäàåìûå ξ1, . . . , ξs (è èõ ìàòðèöû) äèàãîíàëèçóþòñÿ â áàçèñå

|gy⟩, âåêòîðû êîòîðîãî îáîçíà÷àþòñÿ |ξ′⟩, ãäå ξ′ = y′ ∈ Rs è |ξ′⟩ = |gy′⟩ = |y′⟩.
Äëÿ ëþáîãî x′ ∈ Rr îïåðàòîð ïðîåêöèè |x′⟩⟨x′| : Hσ

reg →
(
Hσ

ext \ Hσ
reg

)
∪ {0}

îòîáðàæàåò âåêòîð |Φ⟩ ∈ Hσ
reg â âåêòîð |x′⟩⟨x′|Φ⟩ = Φ(x′)|ex′⟩. Îïðåäåëåíèå ïðîåêòîðà

íå èìååò ñìûñëà íà Hσ
ext \ Hσ

reg, íî îí ïðîäîëæàåòñÿ íà âñå Hσ
ext (ïðåäëîæåíèå 2).

Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ ýðìèòîâîñòü. Â ÊÌ [1] âàæíóþ ðîëü èãðàåò òîæäåñòâî∫
|x′1 . . . x′r⟩⟨x′1 . . . x′r| dx′1 . . . dx′r = I (åäèíè÷íûé îïåðàòîð) (14)

ãäå îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè îïðåäåëåí íà âñåìHσ
ext. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü åãî äëÿ ëþáîãî |Ψ⟩ ∈ σ(H). Ïóñòü f ∈ D(Rr). Ðàçáèâàÿ ïðîñòðàíñòâî Rr
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íà êóáû ñî ñòîðîíàìè λ è öåíòðàìè xλ,n, ïðèìåíÿÿ ëåâóþ ÷àñòü (14) ê |Ψ⟩, ïîëó÷èì:(∫
|x′⟩⟨x′|dx′(|Ψ⟩), f

)
=

(
lim
λ→0

∑
n∈Z

|xλ,n⟩⟨xλ,n| ·λr(|Ψ⟩), f
)
= lim

λ→0

∑
n

(
Ψ(xλ,n)|xλ,n⟩ ·λr, f

)
= lim

λ→0

∑
n

Ψ(xλ,n)λ
r
(
δ (x− xλ,n) , f(x)

)
= lim

λ→0

∑
n

Ψ(xλ,n)f(xλ,n)λ
r =

∫
Ψ(x)f(x)dx 2

Äëÿ ëþáîé íàáëþäàåìîé ξ = F−1ŷjF íà Hσ
ext, âîçíèêàþùåé â ñîîòâåòñòâèè ñ

îïðåäåëåíèåì 8, äîêàæåì òîæäåñòâî ⟨ξ(ex′)|ex′′⟩ = ⟨ex′|ξ(ex′′)⟩. Èñïîëüçóåì (14):

|ξ(ex)⟩ = ξ(I|ex⟩) = ξ
(∫

|gy′⟩⟨gy′ |dy′(|ex⟩)
)
=

∫
⟨gy′ |ex⟩ξ(|gy′⟩)dy′ =

∫
⟨gy′ |ex⟩ξ′|gy′⟩dy′

⟨ex′|ξ(ex′′)⟩ =
∫

⟨gy′ |ex′′⟩ξ′⟨ex′ |gy′⟩dy′ ⟨ξ(ex′)|ex′′⟩ =
∫
⟨ex′|gy′⟩ξ′⟨gy′|ex′′⟩dy′ 2

Òàêèì îáðàçîì, ê íåïðåðûâíûì íàáëþäàåìûì ξ ïðèìåíèì ôîðìàëèçì Äèðàêà,

ïîçâîëÿþùèé çàïèñûâàòü ⟨ξ(ex′)|ex′′⟩ è ⟨ex′ |ξ(ex′′)⟩, êàê ⟨ex′ |ξ|ex′′⟩ = ⟨x′|ξ|x′′⟩ â áàçèñàõ
èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëþáûõ ïîëíûõ íàáîðîâ êîììóòèðóþùèõ íàáëþäàåìûõ. Ïðè

ýòîì ⟨x′|ξ|x′′⟩ îáîçíà÷àåò íå ÷èñëî, à îáîáùåííóþ ìàòðèöó.

Ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (4) âûïîëíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâåHσ
ext ëþáîãî ðàñ-

øèðåíèÿ Äèðàêà, åñëè îáîçíà÷èòü x̂j è p̂j, êàê qj è pj ïðè j = 1, . . . , r. Äëÿ ñèñòåìû,

èìåþùåé êëàññè÷åñêèé àíàëîã, r ðàâíî ÷èñëó n ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâî îñóùåñòâèìûõ ñîñòîÿíèé H =̃ L2(Rn;C).

Áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ |q′⟩ = |eq′⟩ ïîëíîãî êîìóòàòèâíîãî íàáîðà íàáëþ-
äàåìûõ qj îïðåäåëÿåò ïðåäñòàâëåíèå Øðåäèíãåðà [1]. Â íåì ¾ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû¿:

(qj)q′q′′ = q′jδ(q
′
1 − q′′1) . . . δ(q

′
n − q′′n) = q′jδ(q

′ − q′′) (15)

(pj)q′q′′ = −i~δ(q′1 − q′′1) . . . δ(q
′
j−1 − q′′j−1)δ

′(q′j − q′′j )δ(q
′
j+1 − q′′j+1) . . . δ(q

′
n − q′′n) (16)

Ýòè ôîðìóëû äàíû â [4], δ′(x) îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ îò δ(x) ∈ D′(R). Íèæå äàí

âûâîä Ãåéçåíáåðãîì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà [4]. Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî

S(Hkl) = (Hq′q′′)S ⇔
∫
Hq′q′′Sq′′kdq

′′ = EkSq′k (17)

Îáîçíà÷àÿ Ψk(q
′) = Sq′k, ïîäñòàâëÿÿ ìàòðèöû (15),(16) â îïåðàòîðH(p, q) è âû÷èñëÿÿ

èíòåãðàë (17) ïîëó÷èì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:

H
(
−i~ ∂

∂q′1
, . . . ,−i~ ∂

∂q′n
, q′1, . . . , q

′
n

)
Ψk(q

′) = EkΨk(q
′) (18)

Èç (18) îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ýíåðãèè Ek è âîëíîâûå ôóíêöèè Ψk(q
′) ñòàöèîíàðíûõ

ñîñòîÿíèé |Ψk(q
′)⟩, ñîñòàâëÿþùèõ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Rn;C) = σ(H).
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Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè êàæäûé ¾ñòîëáåö ìàòðèöû¿ Sq′k = Ψk(q
′) óìíîæèòü

íà eiϕ, òî ôèçè÷åñêè çíà÷èìûå âåëè÷èíû (àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòåé |Ψk(q
′)|2 è ìàò.

îæèäàíèÿ χkk íàáëþäàåìûõ χ) íå èçìåíÿòñÿ. Åñëè íàáëþäàåìàÿ χ â ïðåäñòàâëåíèè

Øðåäèíãåðà íå çàâèñèò îò t, íàïðèìåð pj è qj (15,16), òî åå èñõîäíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ãåéçåíáåðãà áóäåò èìåòü èñêîìûé âèä χkl(t) = ηkle
iωklt (3), åñëè ìû óìíîæèì k - é

¾ñòîëáåö¿ S íà e−iEk/~ ïðè êàæäîì k ∈ N. Ïîñëå ýòîãî êàæäàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

Ψk(q
′, t) = Sq′k, à çíà÷èò è êàæäàÿ Ψ(q′, t) =

∑
k akΨk(q

′, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:

i~
∂Ψ

∂t
= H

(
−i~ ∂

∂q′1
, . . . ,−i~ ∂

∂q′n
, q′1, . . . , q

′
n

)
Ψ(q′, t) (19)

Êàê âèäíî, âûâîä óðàâíåíèÿ (19) ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Øðåäèíãåðà áîëåå ôîðìàëüíî. Èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì σ : H → L2(Rn;C),

îïðåäåëÿþùèé ðàñøèðåíèå Äèðàêà, äîëæåí çàâèñåòü îò âðåìåíè t, òàê ÷òî σ = σt

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà áûëà áû ëèøåíà äèíàìèêè). Ñëåäîâàòåëüíî, âîëíîâûå

ôóíêöèè (σt(ek))(q
′) = Ψk(q

′, t) çàâèñÿò îò t.

Ïîñêîëüêó â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí íå

ìåíÿþòñÿ, â ò.÷. íå ìåíÿåòñÿ àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòåé |Ψk(q
′, t)|2, çàâèñèìîñòü îò âðå-

ìåíè äîëæíà âûðàæàòüñÿ ôàçîâûì ìíîæèòåëåì, ò.å. Ψk(q
′, t) = eiϕ(t)ψk(q

′). Îòñþäà

∂tΨk(q
′, t) = iϕ̇Ψk(q

′, t). Èç àðãóìåíòîâ Ãåéçåíáåðãà ñëåäóåò, ÷òî ϕ(t) = −Ekt/~. Óìíî-

æàÿ îáå ÷àñòè (18) íà iϕ̇, ïîëó÷èì Ek∂tΨk = iϕ̇H(Ψk) îòêóäà i~∂tΨk = H(Ψk) 2.

§ 7. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé ìîäåëè ÊÌ âîçìîæíî ñòðîãîå îïèñàíèå íà-

áëþäàåìûõ ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì. Ïðè ýòîì ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà, íà êîòîðîé

îñíîâàíà òåîðèÿ Ôîí Íåéìàíà [2], íèêàêîé ðîëè íå èãðàåò. Âîçìîæíî, ÷òî ãëóáîêî

ïåðåäåëàííàÿ èì ÊÌ íå ïîòåðÿëà íè÷åãî ïî ñóùåñòâó. Íî îíà óòðàòèëà ìàòåìàòè-

÷åñêóþ êðàñîòó, êîòîðóþ Äèðàê ñ÷èòàë íåîáõîäèìûì êà÷åñòâîì ôèçè÷åñêîé òåîðèè

(âïðî÷åì, ýòî ñóæäåíèå ñóáúåêòèâíî). Íà ïóòè, êîòîðûé ôîí Íåéìàí èçáðàë äëÿ

íàâåäåíèÿ ïîðÿäêà â ÊÌ, îíà áû âðÿä ëè áûëà îòêðûòà. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ïðè-

ñóòñòâîâàë â íåé èçíà÷àëüíî. Ïðîñòî Äèðàê îïåðåäèë ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè, ââåäÿ â

îáðàùåíèå ¾íåñîáñòâåííóþ¿ ôóíêöèþ δ(x). Ïî-âèäèìîìó, ôîðìàëèçì íåïðåðûâíûõ

íàáëþäàåìûõ â [1], ïðèâû÷íûé ôèçèêàì [7], èìååò ïîä ñîáîé íàäåæíóþ îñíîâó.
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